EXERCICE
I- Roue divisée en 12 secteurs 1dent1ques dont
3R — 4B —4V — IN . Chaque secteur a la méme
probabilité d*étre pointé par I index.
1- Setra tourne la roue une fois.
# A : « I'index pointe sur un secteur floir »

: 1
P(A)=—.
(A=
o B : « I'index pointe sur un rouge ou blanc »
A ) |
P(B)=—+—=—
(B) [2e 212
2- Pour une partie : 2
Comleurpoimtée | 0™ | Probabilite
marque
N 10 L
12
| 3
R : 3 ol
| 1 had
‘ |
v | : Ll
\ 1 3
B | s =
2 3

Naivo joue trois parties successives d’une maniere

| indépendante.

s C: « Naivo fotalise 25 points » s’obtient par

Le joueur marque

(10 points  la 1*= partie — 10 points & la 2 partic —
5pointsala 3% partie)

ou (10 points ala I 1*= patie — 5 points 4 la 2°™

10 points & la 3™= partie)

ou (5 points 2 la 1%° pastie— 10 points 4 la 2 2™ partie —
10 points 4 la 3% pastie)

partic —

X
1212 12 192
o D« Naivo totalise an moins 21 poinis ».
sobtisnt « Naivo totalise 21 poimis ou 23 points ou 30
points »
Or:
- « Naivo totalise 21 ruirﬁ: » ‘s' wtient par (10 points 4 la
1¥% partic — 10 points & la 2™ partie ~ 1 pointa la e
p”n’[le)
ou (10 points & la 19° partie — 1 point 4 Ia /e
L0 points & la 3™ partie)
ou (1 pointala 1" partie — 10 points 4 Ia 2=
10 points & la 3™ partie)
- ¢t « Naivo totalise 30 points

partie —
-
partie —

» 5" obtient par (10 points &

la 18 partie — 10 points a la 27 10 points ala

37" partie)

D’oun: :

; : B e L

p(D):gxlx_I_xi+ L XX == l]
12 12 12 -9 g2z T R 864

xOli:%ziS
32 0[14341

2- D'aprés la question 1-ona:

pour tout X € {{"J,l',f'},d}, 22 =

Mantrons alors que pour tout X € {0,1,3,4-} et pour tout
peN* ona &P =%

Raisonnons par récurrence

- Initiglisation : Four p=1, %! = %, La propriéte est
vraie pour p = 1.

- Hérédité : Soit p € N*, supposons que XP =% ol
montrons que X=X,

Par hypothése on %P =X done %P+l = %% = %% = %
Conclusion ; Pour tout X € {0,1,3,4} et pour tout p € N,
ona %P =X

3- On sait d'apres la question 2- que

B=0;P=0;8 3 e 4°=4
Par ailleurs E
5 _g=2et§ =582 =5.0=5

Conclusion : Pour tout X & l/ﬁ//, = x |
4-Soit n e N et 1 le reste de la division euclidienne
denpar6.Ona n=- (6) done nd=r? (6)

Or r* =1 (6) daprés la question 3-

donen? =r (6).

Dend=r (6)ein=r (6 ondéduitn® ~n=0(0)

¢'est—a—dire n” —n est divisible par 6,

PROBLEME 1
Partie A.




1. 1-a) Comme #est une rotation d’angle Ei 0 [2n],

= : S
| 7 =torestune rotation d angle—z— :

b) Puisque ABCD est un carré dlrect ona
r'(A)=1(r (A))—r(A) B
r'(8) =¢(r(B))=#(D)=C .

¢) Le centre de »'est l’mtersecnon des medxatrlces de "
[AB] [ ] c’est-a- du‘e le cemre T du carré ABCD.

2- Onnote’ f*rOh

| ; ! 7
| a) Puisque »' est une rotation de centre I et d’angle-a,

elle est une similitude directe de centre J, d'angle 5 et

derapport 1. i
De meme h estune mmzlltude direot@ de centle (s

de rapport \/5 et d‘_angle D
[l en résulte que /" = »'oh est uqé-_e;irxwiiitllde directe

d' dIl”lE} — efide rapport V3.
b) Soit I le cemre de la sum 1tudc dm,ctc, 7
£(0)=r'(4(C)) =r(c)-

| Onen déduitque (IC ID):E et ID \/_I(“.

¢) Le tmng (ICD) étﬂntrectangjla enl ona:

D \/—IC‘J—

IC
On en déduit (C_'D,Cf) = 5’ [n] ;

= mn —

tan(CD CI)

Construction du point I

| - (55,6):% [n] :_Le'poviﬁt'.lzé_p_paz'lien;c a la-droite A
i'mage dela dmi'te(CD) par la rotation de centre C .

T
et d'angle —.
5 3

diamétre [CD] . ,
« [ est le point d'mtersectzon de: A et 1 Vo ir Ic point 1

\ SIH la f Tgure precedente

Q) (& ):{ME?/NHDZ—Z‘?MCZ =0 ;

Soit G le barycentre du systéme {(D ])'(C —-3)]-
on a GD 3GC = O smt DG _5DC ou (,G = _~~DC

Me( )equ]\auta 2MG2+GD2 3(3(32

9:

oMG2 +4 pC? chz =0

V3

MG = %DCZ soit MG = —E-DC

ic, 7D =_¢2 L tI ti t IFd b
( ) 2 [ ﬂ] epom appat jften easlc L 7 S est'lasimilitude plane directe de centre Q(zQ k%+§i],

de rapport k£ = \/15

(:Zp) est le cercle de centre G et de rayon lj-z_B—DC.

« Voir le tracé de (E”) sur la floure- précddente,

Remarque :

il :.Comme = \E [ onalD? = 3 IC2

cnt“liD2 —3 IC2 = 0etdone le (é)

et 5 oD e e

VAC: AB+AD donc Ze =zt =4

Za +.2, [reevy
ZI:: A V_C._:__.,L_.
3 2 A
i, 7 g H—szl 3
e e el
2 2 2

:~2-a) Expressesion complexe de §

z'=Zaz+b ou g beC

S(A)-:} T . ’a:A Tf =
: equvauta ¢ i
S(C)=K azo+b=zy
gb:l.u;'. l
donc 2 2 1
; (1+i)a-€-b::—:,"
%-!—i—! %1% |t :
par suite = :~2_7:.1_(1.|.f)

z'=£(]+1')2+—;—+é

b) Eléments géométriques de S

T
'angle 6= —.
5 4

Partie B. -

I- Rg est la rotation de centre E et d’angle 6 ; Ry la
rotation de centre F et ’angle — 0. Comme 6-0 =0, ilen

résulte que Ry © R est une translation,
19: Onnc)te H=Rp ( ) B R]( ) etQ:RE(G)‘

Q=R~( )=Rg (Rt () =Rp <R} (P)

E= R() RgoRp (1)

| Comme Ry, oR 3! est une translation, il en résulte que

EH = QP et donc EHPQ est un parallelogramme.




PROBLEME 2

Partie A,

1- On pose g(x) = —-1—+ Inx.
X
a) La fonction g est définie sur |0;-+oo[.

lim g(x) = -0 et lim g(x) =+ -
X-3ano -

x—0* ‘
La fonction g est dérivable sur ]();+oo[ et
bt 4]
(%)=—+=—>0,
EllFment s

La fonction g est strictement croissante sur ]0;+aa[.

Tableau de variation de g
X 0

+o0

+o0

/

b) - La fonction g est continue (car dérivable) et strictement

—0

croissante sur [-32-,2]
Par ailleurs g i _E+m e
2 2

et g(?,) :—%Jrln’l: (1910

D'aprés le corollaire du théoreme des valeurs intermddiaires

1'équation g(x) =0 admet une solution unique o telle
g

que —< o <2,
2

+ Signe de g(x).

De g strictement croissante sur ]():+rx>[ el g(fi) =10,
on déduit :

-pourx <, ona g(x) <g(a) soit g(x) <0
-pour x > 0, ona g(x)>g(a) soitg(x)>0

On sait que g(a)=0.

n\

il , ol s - In x
2- Soit f la fonction définie par {(x) = i :

f est définie sur [0;+o0[.
lim f(x)=-00 et

x->0"
lim f(x)= lim fh‘_-*.};3:OKD_,
X—>+00 X+l X e¥ )
fest dérivable sur ]0;+oo[ et
l-=3"—e-" Inx = —dax L ils

gl

Tableau de variationde £

x 0 o Hor

u o
1
. Tor0 1
Par suite f () = ——=&-= —
{:II eU aeﬂl
3 g, = o 2
» Comme 5( o< 2, ohae? <e” <= etdone

. 3
) o
—e2 <aet < 2e”,
2
3
: o2 ] 26 2 .
Par conséquent —— < —— < —-—; 501t
2 g 3=
3
&2 6 2
—<f(a)<2—-
2 3

3
& 2

Remarque : 3;.._ =0 07 et 251\; =0,15
i

| 4- Tracé de la courbe (C)

£ nes e ()
il
@) 1 i 3 4 5 6
-1
a
J




., pour tout X >;'0,

2
| 5- OnposeG :J: f(t
X

i
zxf t)dt +j .f.gt).dt

o= [ 0 - [0

X
+La fonction x - F(x =.'[ f (t)dt est denvab ¢ sur .

| 0
i On peut ecmeG x) J.

[ o Ff : S
 La fonction x 1= F (x)= x% est '_dér“i'vable:suf {0,-&%[ i
snliede. ah s R
. La fonction x - E, (x) = 2x st derwable sur [0; o]
et Fy (x)=2.

1l en résulte que la fonction G = F F - FoF, est
dérivable sur| 0;+oo[f_:t :

6/(x)= RO (R () -F (P (5 ()
G'(x)=2xf(x2) ~26(2x)

, “Inx?  In2x
G (X) izX?—z—"‘2"'eY

Partie B.
SIS
X

On pose pour tout X >0 h(x)=¢

1-g(x)=0 équiyaut _é —%Hn x= 0

gquivaut a =
équivaut & h(x)=x.rr ;
1 ] L
2-+h (X) =.“'—2€x'.-
_ ; X
1
°POUTESXSQ, ona —*_<_-l—s-2—,ct
PENE ez
1l T
| donce? <ex sed (1) o
o s T
De —S—S'z, on a aussi -s—l—s--‘ (2)
2 47 42
De (1)e t(2) on déduit — 2i§r+~ex < —e3 et done
R0 |
2 B 1 i 2 e

b <—L7ex <—le2 soit: —ie3 <}/ ( )_—'le2
b X' 4 S 4
! g '._,'2,'

+ On en déduit que |h"(x)\ S%é”'3 Bt comme %c

k,Jit\J‘

i ; 2
| s s 4 =
il existe donek € ]O;][, k= 563 tel que

' <k

l‘dle

=
pour fout x € [

sexiste un réel k € Jos1[ tel que v x

"C‘{)nclitsfon “Pour tout nelN,ona:

::; 0’87, V Soit'n EV N‘, on a \ 1jn i o

3. Comme la fonetion h est dérivable sur [%,2] et qu'il

c[%Z} 1h'(0)| s k

on a'd'apré° le théoréme des inégul‘tés des accroissements

o
5 | |
ﬁms pourtoutx Y€ -?— Ew], |h y)'sk\x—yi
4-On defmxt la suite ( - )panD m2 et U = h(Un )
a).Montrons par récurrence que vV n e N, 5 S Uy s 2
‘Initialisation : Pourn =0, Uy = 2 et on a bien
s i :
= < Uy < 2.Lapropri¢té est vraie pourn = 0,
2
Héf’éd.f_rg‘ : Soitn e N, supposons que — < Uy € 2et -
3
‘montrons que — < .= 2
P ; 3 e
D'apres I'hypothése on a 5 < U, = 2 don¢
! 2
L, il ok e
Zge—g = parsuite e= % eUs <ed clest-a-dire
2Rl 3
1 2
62 S(Jn-i-] ﬁt‘},

-1

| b

(£5]

,.,.‘Orc*,2=16># ct c3 =1,94<2, done isunﬂsz.
' 2

o]

2 | (e
~ - | K [

b) Comme ¢ & ‘(;;?. | et pour tout n € N, Uy EL—;Q
2

L&

on a d'aprés-la question 3- précédente,

[1(Us)=h(e) | K] Uy o

Cestd-dire | U,y -] <k| Uy ~a]

_¢) Montrons par récurrence que

pourtoutn & N, ‘ B -—u‘s kM U, ~a|

Initialisation : Pourn =0, ona |U, —u|$|U, —a
S ) 0

Vsoit 1 _a‘<kU\U —~u| cark? =1

La ploprletu est vraie pourn =0,
Herédité Smt n & [, supposons que lU —[1|<k" lU0 a|

:‘V-Fft moptgor_;s que ‘ Ulg ¢ \ = k_“*l lUO - ql.

. 2 k] W = . d'apres la

.question b).

Or par hypothese de récu EFL.HLC — 1 ‘ <k" 'UO - ul
done 1Un+ a|<k|U, -uls C -k \UO——ul
soitencore | U | —@ .-S ket }U() ;-u\

' Conclusion : Pour tout n & N,l 1 - \ < k" ‘UO --a‘

ACC » % MATHEMATIQU us,‘Té{;




« De ce qui précéde et comme  lim (k“ Uy -a|) =1
i : e 2

on a d'aprés le théoréme des gendarmes :  lim U, —~¢|=0
¥ N 400
cest-a-dire lim U, =
n—+o -
Partie C.

On considére l’éqilat;'on différenticlle (E)

5 p
(vlglml-i—lnx es . —| —l——+2—inxJ
X2 X K ," 2 \X2 X

12 3

— “iax+——3lnx+2hx
b g X

£1(x)+ 3 (x) + 26 (x) =——e *
xa’.

La fonction f est bien une solution de Féquation (E).
2- Soit ¢ une fonction deux fois dérnvables sur ]0 ;'Hﬁ[.
+ Si g est une solytion de Iéquation (E).alors

e
0"+30'+ 20 Ao (1)

o :
Or,d'apres la question 1-, ona
= ;|
fr43f42f =——c™ (2)

2 ; _
De (1)et (2), on déduit que ¢"— f*+39*—3f+29-2f =0
ou encore ((p—f)"+3((p—f)'+ {Q—f): 0
c'est-a-dire la fgnétion ¢.=@—{ est solution de I'équation
différentielle (E'): y"+3y'+2y =0
« Réciproquement, si la fonction § = @ —1f est une solution
de I'équation différenticlle (E‘} 1 y'"4-3y5 2y =0, alors

((puf)"+3((p-—f)'+2((p—_f) =0

¢0"-T"+30'-3f +20~2f =0
@304 20~(f"+3f4+2f) =0
v—1

¢"+30+ 20 =F"+3{"4-2f = e e
X

Il en résulte que @ = ¢+ { est solution de I'équation (F)

+ L'équation caractéristique de (E') est ? +3r+2 =0,

Cette équation admet deux solutions réelles -2 ot 1.

Les fonctions ¢ solutions de(E")sont de la forme

X CEe 4 Che™, ol G eRetCy eR.

+ D'aprés les résultats précédents, on en déduit que les

fonctions ¢ solutions de I'équation (E)sont de la forme

Inx
T

eK

o(x)=0(x)+f(x)= Bt e

ou CieRetCy e R

QUOooQOURLOeRRI0

"THEMATIQUES TC % SUGCE






