INIVERSITE D' ANTANANARIVO Concours 1993 d'Intree en 1°¥® Annee

L4 JLE SUPERIEURE POLYTECHNIQUE Session de 20-21 Octobre 1993
———————————————————————————————————— Epreuve de lathematiquss
gcuments non autoriseés durde: troir (3) heures

1.E. Chague exercice sera noté s.r 4

=

1% - Rescudre dans le corps des nombres complexes - 1'équation
22 -~ (3 + 1)2 + 4 = 0.

Determiner le module et |'arcument de ses racines.

£2"- Sodt l'equation (E) dans C
. '_1-\ = “__f"}
(BF : &5 =485 # §318%

+ 2{E % 412 = B = 0
tion admet une racine réelle gque !'on

a)~ Montrer gue cette eqgua
determineara.
bi- Kesgudre dans O T'eguation (E).
i'- Soit f une application de R ders R (R est l'ensemble des nombres
reels). Montrer que i f est dé~ivable au poini x4, alors f est continue
en ce point. (La reéciproque en générale n'est pas vraie).

"~ Btudier la continuité et la déiivabilité des ‘onctions suivantes

{n¥]

. |
au point 0 &) Ff(x) ={ e = gi x+0 ot e® 1idsigne la fonction
: ] 51 x=0

x.sin(—l-) si x#0
X

exponentislle de base e. b) g(x) =
0 81 x=0

Soit f une application de R dans R dérinie pay :
z iz =ln(—x-+¢xi+-1) ol ln désigyne le logarithme neperien.

1"= Quel est le domaine de défin:tion de f£?

<"~ Montrer que f est une fonction impairs

3"~ Etudier les variations de £

4" Tracer la courbe représenta:i.ve de f dans un repere orthonormal

F) . Préciser les branches infinies.

7

l0-1;

" - B ) . o= ; -
5°~ Montrer que f admet une fon<-ion réciproque f~* Déterminer f

(suite au verso)



1 - Déterminer les primitives des fonctions suivantes:

B
H

%
u

» — Calguler les intdgrales gpulvantes

b

k- 3

‘ ’ o “

2 E = f (coz*y ~ 3cosx. girxydx, &) I, = j cos{linxidx {(>0)
1

X «+ ¢ ; a,b,¢ €R: }'ensemble das polynomes
» coeificients réeis de degre ¢ 2 et du polyndms: zéro. On sail. que K 4X],
5l de l'aadition (opy ~ation interne): _
Doy plX) = ax? + DX + ¢ et iy = a'X? + b') + o' éléments de Ro[X]
pl¥Y = gy = (afx')XE 4+ (bh+tb'); + (et+e' i,
¢- de 1a multiplication par un s laire o € R (oération externe]

ax.plX) = (.aX¥® + a.bX + s.c

-
il
pats

un aspace vectoriel sur R.
- Boit A le scus-egpace engendr¢ par {XZ = @% ° 2, 2X4 + 1} 8t B iz sous-
ezpace engendre par {%2 + ¥ - 1d; X% - X} . Derier une base de A 1 D
- Pour A et u éléments de R at o(X) slément de o [X], soil fl,u Plappli-
cation de R5[X] dans lui-méme deéfinie par:
£y (B(X))=(X% - M)p (X)) + (uX - 1)p' (X

ol p'{X) st p"(X) sont les dw-ivaes pramiere 1 seconae de plx).

JJM Montrer que fi:u ezt un ndomorphisme de }E{Xj.

b)~ Quel est son noyau:

cl- Est-ce que f; L peut—-il itre un automorph.rme?




‘Année Universitaire 1994-1995
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ECOLE SUPERIEURE POLYTECHNIQUE © Matiere : MATHEMATIQUES
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"CYCLE INGENIEUR : - Documents non autorisés
EXERCICE 1:

a) Trouver les racines quatri¢émes de —4 sous la forme élgébrique dans C.

b) Calculer le module et I’argument de chacun des nombres complexes
Z1=-—‘/g—'2“i‘/-—2:a etza=1+i
En déduire le module et I’argument de m:% . Utiliser ces résultats pour calculer cos

if o
——etsmm— .
12 12 .
c) x étant un réel quelconque et n un entier naturel, en considérant I’expression de U +

iv calculer les réels U et V définis par :

U =1+dcos x+Cicos 2% + ...+ C.cos nx

V=Clusinx+Cisin 2x+...+dsinnx

Quel est l’ensenible des points M du plan complexe dont Iaffixe z vérifie

2z 4+32+32-7=0 7

EXERCICE 2 : _
a) Montrer qﬁe dans 1'espace vectoriel réel & des fonctions de R dans R, les 3 vecteurs

fi=1, f;=sinx, f=cos x sont linéairement indépendants.
b) On note £1’espace vectoriel engendré par fy , f> , f3 . Siae Ret si fe € , on note Ly(f)
]a fonction (qui appartient 2 £ ) définie par : [L() ]1(x)=f (x+a) VxeR
- Montrer que I’application 1, : f -=======~ » 1,(f) est linéaire sur § - :
Ecrire dans la base { f1,f2, 3 } lamatrice de Made L.
¢) Soit B € R. Calculer L.olg .vérifier matriciellemenf le résultat.

ﬁ : " EXERCICE 3: : ‘
k T. On consideére la suite (U,) définie par :
E

Ui=a, U=, U3=']2*(UL+U2),..., Un=%(Un~a+Un_1) ...,a,beR

a) Démontrer que la suite de terme général V, = Uy + Uy est une suite géométrique.

b) En déduire I’expression de U, enfonctiondea,b,n, puis la limite de (Un) quand

n tend vers I’infini.




. %) Annoncer le théoreme des accroissements finis pour une fonction f définie sur

un segment [a,b]deR.
b) Peut-on appliquer ce théoréme & la fonction népérien sur le segment [p, p + 1] ot

pe N?

¢) En déduire la limite de la suite (W,) définie par : Wa=1 +%—~1— +?1L lorsque n tend
vers ’infini.

EXERCICE 4:

a) Calculer: lim ex = : : ' j '

x—08in3 X

b) On considere la fonction f définie sur [ 0, +00 [ par: f(x) = {;(;)Log % I;ggrr ;:(? ' _ ;

. Etudier la continuité ef 1a dérivabilité de f sur [0,+o0].
¢) On considere la fonction g définie par : g(x) =Jit;g_x[

- |
Etudier g et tracer sa courbe (C) dans un repére orthonormé. : ‘ i
; 7 |

Calculer I'aire S du domaine limité par (C) , I'axe 0x et les paralléles a Oy d’équation

x=1 et x=e.
e

e
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"EXERCICE 1:

soit la fonction définie par f(x) = x Log (1 + %-)

a°) Donner son domaine de définition et montrer qu’on peut la prolonger par continuité
en x=0

b°) On restreint alors la fonction sur I'intervalle [0', +'oo[.. '

Etudier les variations de cette fonction.

N.B. : On étudiera les variations de cette fonction.

c;’) Montrer que la fonction admet une asymptote oblique dont on précisera I'équation
- de la droite asymptote. '

d°) Résoudre équation f(x) —x =0

e°) Enoncer le théoréme des accroissements finis.

£°) Déduire de d°) et de e°) qu’il existe une valeur de x tel que f'(x) =

g°) Tracer la courbe de f{x) sur [0, + oo

~ h°) Calculer Paire S limité par la fonction f(x) et la fonction y = x sur I'intervalle [0, E-l_—l-]

EXERCICE 2 :
On se donne une fonction linéaire f de R® dans R® tel que R soit un espace vectonel sur
R. La fonction f est définie sur la base canonique {e;, e, €3 }dans Rz par:

f(e1) = me;y + 2e; + me3

f(e;) = e; + 2e, + me;

f(es) = me; + mey+ 3e;
avecme R
a°) Ecrire la matrice de f
b°) Discuter suwant les valeurs de m la dimension du noyau de f et la dimension de
'image de f
¢®) Soit le vecteur B de coordonnées (m+2,2m + 3.5
1. Pour quelles valeurs de m 1%fonct|on est-elle bijective
9. Dans le cas de bijection, trouver 'antécédent X tel que f(x) = B. On écrira le systeme

linéaire pour calculer les coordonnées de X.

<

i
K
e
"
B
B
B
i
B

¥




EXERCICE 3 : |
Soit z un nombre complexe de module 1 et d’argument 6 (0 < 8 <z ).On

pose : z=Z*1)z—1) ligz =)

1) Vérifier que z= -:15—

) Ecrire z en fonction de z

3) Déterminer les complexes z de module 1 pour lequel 2’ est un nombre réel non nul

- 4) a-—Vérifier qué z est une racine carrée de 1 -7/
b — Ecrire z’ sous forme algébrique
c — Déterminer, en fonction de 8, le module et 'argumentde 7

~d -2 peut-il &tre un imaginaire pur.

EXERCICE 4 :
: _On,sé donne la suite réelle u, définie par : Us=%n
- 1°)a-—Onposerau,=1+v, olv, 'est une suite positive qu’on admettra.

En remarquant que n = (1 + v,)", montrer que v2 <H%“

b — Déduire la limite de u,.

n n : n
+ +..+
n?+1 n?+2 7 n%n

Encadrer judicieusement u, et en déduire la nature de la suite.

2°) Soit la suite réelle u, définie par : u.=




‘uuxvu&ssz D' ANTANANARIVO ©
COLE sup:m:unn 'POLYTECINIQUE

Cgra ‘Calculer K ,.,
5 At ST hetad _.-" b '_“. %, 3
nombre-K. Wit R SR A

~ 2 : Trois suites U . V. st W sont définies de la manigre

su-ivar{tes sﬁr L !

T 5 NV oy e
;ﬁln>1:um1=”§ﬁg+2v) __lﬂ>1=ﬁn1=fzﬁ%%3mﬁ-

1) NMontrer aque NV est une suite géomé‘érique' converq nte a termes

"

neqaL it =

a.,

4

2°% . Montrer que g ect croicsante et que V. ezot  décroissante.

ol _ Montrer gue 1£_?JB<V__,;S. 1?.‘.‘:', pour t-oijt "n. Les, ‘sui‘tf‘s‘ 11 et ’V sont -
cwlles écmv-:—argente:ﬁ"?.- N |

4”7  ©On conaidére ia suite t c¢:finie, {'Jour*'tout',n, par : &y = 3l +3 -
- Montrer --’.ZI?:J.’:B t est coﬁstazi;'e. Y

BTy Montre qus U et V' .t la méme limite. Trouver cette 1limite.

o s  ayuTTE AU VERSO.




A

,5"‘} Mo_;xtrer que f ast dérzvczble fx qauche et dérzvable a dro:ta au pomt
e
x =1 ' s‘:.‘applicati-on' g é_s_t'e,?.-’le cie'rivdbla :.aﬁ ce 'pdint L i s i
1

EXERCICE M* 4 : Voici trigis vecteurs de’ R*

s

(1,-1,1,-1) G T P L W= {-i,-l,-l,l) 8

i") . Donner ia base canonicgue ds R~ .

\

25 "La_ famille F = {‘ﬁ,‘ﬁ,ﬁ}} aver £ = f*'il.,—l,-l,.?:) . G est elles une

Tamiile 'ibre 7 Lzt elle une famiile génsratrice ds R* =

¢ .




UNIVERSITE D'ANTANANARIVO . Année Universitaire 1998 - 1999
ECOLE SUPERIEURE POLYTECHNIQUE Session du 07 - 08 OCTOBRE 1998
o i : Matiére : MATHEMATIQUES (}P’ TION : T{)UTES
CONC‘{}HR& I)’ENWE EN PW&E&E ANNEE D&réc 3 heures '

B@CMNTS N {)N AWGRISES Y C(}MI’RIS LES CALCULATRICES o

EXERCXCE I

- P wm..w_.“ re é:rei’ éﬁie

S&it f une ag;}izcamon d’t.m @rtsembie I—E dans gm ensembic ool ] ‘
szr tﬁﬁt se}usmensembie AdeE. oa dészgna ;)a;r f{A} E’@nsembie { y f?(x) € P X e A }

1° Montrer que sz A - E et si B & E f(A 31 B) e f(A) f‘\ f{B) e:t qu en genérai
fAnB)y» fA) m fiB). ‘ i

2° Demntmr que f{A N B)= f{A) m f(B) pour tous semmm’sembles\}\. et'B de E si et
saulement 51 f est une appimamn m_;ecmve ' . ' '

Deuxiéme Partie
Soit {u = )?w ; une suite numérique définie par la relation de récurrence -
Uy =42 5‘ un%i=1!2+z¢,‘, ‘{nzi}
1° Montrer que {.Ziﬁ ),3 1 ©Stune suite croissante.

27 Montrer que Up =2 C0o8 L —7» quel que soit n> 1,
) 2"

EXERCICE 1

Premiére Partie
Soit a e C, considérons I’ €quation ddm le corps des nombres complexes C
IZ (7*-%1) (n&N*,z_EC)
17 Résoudre I'équation (E).

2° Montrer que sia € R*, f.e. si a est un réel non nul, les racines de I’ équation (E) déerivent
une droite paraliele a E axe des nombres imaginaires purs.

{suite au verso)




\ .
Page n® 2
; Deux:téme Pm . Jel
' “Soient z&e}(ﬁl‘}_ U'—-r argz i: {) <t<27t n & N sl g Son

*vl

am(t) = 1 + r cos t + r GOS 2"-’ ‘f" *’43’?1@:’3, nt .

2"" Smt r=1 matrer q&e

sin {fﬁy—{ '03'—-“' ) “ -t {1’{'*‘1}? sin BT i
a) “n(?f}‘— .‘ < . 3 _ vn(f)_ e 2 g i :-ut-fO.

5} lim ;P,@mg,@@: p il iizﬁvn(f}mvn(ﬂ). B
{30 ‘ i : i— 0 R :

3° (}n pose r = —‘é et on csﬁsadarﬁ, la fonctmn périodique de période ’375 définie

pourmutze{(} 231:{ par S = lim u,,(z‘}
N~y +o0

Etudier les variations. de la foncimz: fet tracer sa courbe represenmtwe

EXERCICE fif

f étant une fonction définie par f{x} a

etgla ﬁ}m_:tiez'i primitive de £ qui s’annule
Yx© +1 v

pourx =0, g(x) = g‘ £t de

° Quel est I domaine de définition de fet en quels points fest-elle dérivable ?
2° Quel est le domaine de définition de g?
- 3° Montrer que g est une fonction impaire,

4° Montrer que g est bijective,

(& =) . :
5% Caleuler g | | | et en déduire g }('x) (la fenction réciproque de g2
.- 2 ) -
N B. : On répond aux qnesimm 2°,3°, 4°, 5o

sam cdicuier Ia fnnctmn primitive p(x) .




UNIVERSITE D’ANTANANARIVO Année Universitaire : 1999 - 2000
ECOLE SUPERIEURE POLYTECHNIQUE v SESSION DU 22 - 23 SEPTEMBRE 1999

______________________ “ Options : TOUTES

CONCOURS D’ENTREE EN PREMIERE ANNEE : Matiére : MATHEMATIQUES

Durée : 3 heures

1. PROBLEME

' . I RN .
- Soit f 1a fonctxon nmncnque a vanabic réelle x déﬁme. par : f (x)=2Ln[ E(:‘M -1 ol
: x N

Ln desxgnc le Iogantlune népérien de base e.

lcm

Partie 1: Smt (C)ia courbe rcpresentatzve de f dans un reperc orthanonne ( 6.75 J) d’mité :

1) Etudxer les vananons de f Mont:rcr que Ia courbe ( F ) d’cquahon : 2Ln liej::’

- est asymptotc a (C) au voisinage de +oo =

2)- Tracer (C) et (I ) sur la méme figure.

' 3)- Etudier le signe de g (X) = f (x) - )é et démontrer que pour tout X = >2,0na f (X) L&
Partie2 : On cons_udere la suite numérique (Un) définie par U0 >0 et

Un+1 =f(Un)“,—"2 Ln[‘;(x'i-;)]-, Vne N.

1)- Montrer que pour tout 1 € IN* ,on a Up >2 et que (Up) est une suite décroissante 4
partir du rang 1.
2)- Soit (1 la fonction numérique d’une variable réelle x définie par @ (x) =Ln(1 +x) -x.
a) Démontrer que pourtout x € | —1,+tco,onaln(l +x)<x
b) En déduire que pouriout h >0, ona

. h.’l hl
0< f2+h)-2 < <
- 202+ k) 4 |
3)- On pose V= U, — 2 , Vne N. Montrer que pour tout n € N*, ona
_ 174 2 ‘
L
0<vpn = A
Partie 3 :

1)- Soit (p; la fonction numérigue i variable réelle x définie par :
) .

O X)=La(l+x)-x + 5

Etudier le signe de Py sur Dintervalle ]-1, +oo [,

2)- Pouru €eN*, oy estla fonction définie sur lintervalle ] -1, +oo [ par:

2
X x3 n

P (X) =Ln(l+x)-x + - ST +-1)". &
. 2 3 n

Etudier le signe de P, (X) pourx e | -1, +oo [.

Suite au verso. ..




. 3. 4
X = |
Partle 4:On consxderc l’apphcanon h deR dans R définie par h (x}= T EVE 51

1)- a/ Trouver troxs constzmtes reelles a, b ¢ telles que ‘pour tout x € ‘R, on ait

e Al

"hx=ax+b+' P Lt , o

..?

b/ Detennmer une pmmtwe I—I de h

2)- Soﬁ o un’ nombre rcci supeneur a: 2 Bn uuhsant Ics rcsultats obtcnus
précédemment , calculer en fonction de o. ~ I'intégrale suivante :

1 (a) f 2% L[ (x+—)]dx

Na

- 2. EXERCICE :

Soient ABC un triangle isocéle et BCDE un rectangle Ondonne AB=5cm, BC = 6 cm et
CD=3cm.

Soit O la projection orthogonale du point A sur le segment [ BC ].

On considére un point M du segment [ AO ] tel que AM =x. ‘

On note N le projeté du point M sur la droite (BC) parallélement 2 la droite (AC).Onnote P le

symétrique du point N par rapport a la droite ( AO ).
1)- Construire une figure

2)- Calculer AD , MO , ON et vérifier que MN = ——(4 x)

3)- Calculer A(x) P'aire du quadrilatére AMNC enfonctmn dex.
4)- Soit B (x ) P’aire du domaine limité par. ABEDC, extérieur au triangle MNP. Exprimer
B(x) en fonction de x.
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\\k‘“—}i \'\\-3\‘). SN =N \&\\ &%\Eﬁ&%\\&\&ﬁﬁ%ﬁ%\\\‘? TR
 On considére sur C I'équation (E) :

12 -3zt +27° -fiz+1‘.=0

Out est !’inconnué etz b'aramétre complexe.

a) Déterminer les deux solutions de (E ) dans le cas généal.

b} Déterminer I'ensemble z pour que lui-méme soit solution de (E)

gartire'g : -

Exe‘rcice 1z
) cr n!
Onrappelleque:(,; =—F——
: pli(n—p)
1)- Démontrer 'que :
P _p p-l
Cn+1 o= Cn sk Cn
2)- On admet que : - " ¢
= lawd)f =Cai € b Cla B 4 A OO
" a) Calculer : Ha
CoitCot C2 et CI 4 CT
- b) Montrer que : .
: 0 2 4 S Bt 5
Cl+C2+CH +....0.... =C! +C’ +C:
¢) Montrer que :
‘ CY+CHCH s =2 |
3)- Démontrer, d'aprés le principe raisonnement par récurrence que :
C,+Cr+C?+..... O =20
Partie C : u
:Exéréicelll: = 7 _ ' e ELE e

~Soit la fonction d'une variable réelle définie par :




o- Soit la fonction g définie sur l'intervalle }0_,%[ par g(x)= Log(sin x+ cosx)

z/2

coS X "2 sinx
b)-Onpose I = [ —————dr et J= [ —————x
‘ ? sinx+cosx o Sinx+cosx

-Calcu!er I+J et I-J. En déduire la valeur de | et celle de J.

Exercice 4 :
1- Soit la fonction g : R — R
| x— glx)=(1-x)e* -1
Donner 'expression de la dérivée g'(x) et donner le tableau des variations de la fonction

- Endéduire le signe de g(x).

9. Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f(x)=(2-x)e* —2-=x

a) A l'aide des résultats obtenus en 1, déduire les variations de la fonction f .

b) Montrer que la courbe représentative (C) de cette fonction f admet pour asymptote oblique
la droite d'équation y =2 — x . Préciser la position de la courbe (C)par rapport 2 la droite (D).

¢) Déterminer le point K de la courbe (C)en laquelle la tangente est paraliéle 2 (D).

d) Tracer la courbe (C)dans un repére orthonormé. Préciser les coordonnées des point
dintersection A et B de la courbe (C)avec les axes. '

'



UNIVERSITE D’ ANTANANARIVO Année Universitaire : 2001 — 2002

ECOLE SUPERIEURE POLYTECHNIQUE SESSION DU 17 - 18 OTOBRE 2001
Options : TOUTES
CONCOURS D’ENTREE EN PREMIERE ANNEE Matiére : MATHEMATIQUES

Durée : 03 heures

Tous les exercices sont obligatoires.

Exercice 1:

1.- z étant un nombre complexe, on pose A= i_+§

On désigne par M un point du plan dont I’affixe est z.
a).- Déterminer I’ensemble des points M tel que A soit un nombre réel.
b).- Déterminer I’ensemble des points M tel que A soit imaginaire pur.

2.- Le nombre complexe u s’écrit : u =;—+A:‘%:
—i

a).- Ecrire # sous forme trigonométrique.
b).- Calculer u*.
3.- Résoudre dans C Iéquation 622 -(5-i)z+2- —5-6—‘ =0

n
4.- Calculer la somme suivante, ou # est un entier nature] : 5= Z cos kB
k=0

Exercice 2
1.- La suite (u,) est définie de la maniére suivante : u, =1, 4, =3 ; 12>l : u, =3 tpy — 2 tp2
a).- Calculer w3, u3, us, . Démontrer que, pour tout # : u, =2"" L §
La suite (u,) est-elle convergente ?
b).- La suite (v,) est définie par : v, =1, — 2 1y
Démontrer que (v,) est constante. En déduire une relation entre u,, et u,.;.
c).- Peut-on trouver des suites géométriques (s,) vérifiant, pour tout 77 >1 : 5, =3 5.1 — 2 Sp2 ?
2.- La suite (w,) est definie pour w, =a, w; = b et pour tout » supérieur a 1, par : Wy = W, — Wp.1.
Demontrer que (w,) est périodique.

‘l er ;5.
v z

=

3.- Trois réels x, y, z forment dans cet ordre une suite arithmétique dont la somme est 9 ;

forment dans cet ordre une suite géométrique. Calculer x, y et z.

Exercice 3:
1.- Soit f I"application de ]0, +oc [ dans X définie par :
j -x+1+2Logx sixe]0, 1]
f )=

x-2+p' ™ six e [l, +eef
a).- Montrer que fest continue au point x = 1. Montrer que / es* continue sur |0, +oo[.
b).- Montrer que f est dérivable & gauche et dérivable a droite au point x = 1. L’application f
est-elle dérivable en ce point ?
2.- Soit la fonction g définie sur I'intervalle jO,izr-[ par - g(x) = Log (sin x + ¢cos x)

a).- Calculer la dérivée de g
page | sur 2




2 n2
b).- On pose 1= Ig__cgg.x__dxe”: J‘_‘SM__dY
g Sin X-+cosx a sin x + COS X

Calculer 1 + J et I — J. En déduire la valeur de I et celle de J.

Exercice 4:
1.- Soit la fonctiong : R—> R
x —gx)=(1-x)e" -1

Donner Iexpression de la dérivée g’(x) = et donner le tableau des variations de la fonction g.

En déduire le signe de g(x).

2.- Soit fla fonction numérique de la variable réelle x définie par : f)=2-x)e"+2-x
a).- A I'aide des résultats obtenus en 1.-, déduire les variations de la fonction f.

b).- Montrer que la courbe représentative (C) de cette fonction f admet pour asymptote
oblique la droite d’équation y = 2 — x. Préciser la position de la courbe (C) par rapport & la droite (D).

¢).- Déterminer le point K de la courbe (C) en laquelle la tangente est paralléle a (D).

d).- Tracer la courbe (C) dans un repere orthonorme. Préciser les coordonnées des points

d’intersection A et B de la courbe (C) avec les axes.
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: ' Options : TOUTES
CONCOURS D’ENTREE EN PREMIERE ANNEE Matiére : MATHEMATIQUES

Durée : 03 heures

EXERCICE 1: ;
Les deux parties A et B sont indépendantes et obligatoires.

_ : Partie A
On considére la suite réelle (U, ) définie par :

Uy =0
Ur1+] = V2+Uﬂ
-pour Vne N

1° Montrer que, par récurrence sur ‘#°, la suite (Un) est majorée par un nombre ‘4> qu’on déterminera,
2° Démontrer que (U, ) est strictement croissante :

a) en raisonnant par récurrence

b) en étudiant le signe de la différence w,.,-U &

Que peut-on en déduire ?
3° On construit une nouvelle suite (,) par :

VneN,V, =2-U,

; ; 1
a) Démontrer que : Yrne N, V,,, S;V

"

b) En déduire lim ¥, et limU,

n—pto0 N

¢) Vérifier que le résultat de lim U, satisfait la déduction de la question 2°

n—+©

4° Déterminer directement la limite de la suite (U,)

Partie B
Pour chacune des suites suivantes, explicitez dans chaque cas le terme général U/, en fonctionden, ne N .

Uy =1

a) 1
(’rn = 3- lin*l
Uy =1

by 4%
U, . =100, —=&=9n
U, =

c Un

) Um-l = 5
B il

(suite uu verso)




EXERCICE IT :
Les deux parties A et B sont indépendantes et obligatoires.

Partie A

Soit f la fonction de R vers R définie par f(x)=x-1++/x? —x

1° Etudier la variation de f et tracer sa courbe représentative (C) dans un repére orthonormé (0,7, 7).

2° Soit f, larestriction de f a P’intervalle |- ,0] ; montrer que J, est une bijection de cet intervalle
sur un intervalle I que I’on précisera. Soit g = f,™' la bijection réciproque de £, ; construire la courbe (C,)
représentative de g dans le méme repére que (C).

3° Déterminer :

g(x),vxel

et calculer I"aire géométrique de la partie du plan définie par :

—15):5—L et g(x)Sysf—Jrl
e’ 2

Partie B

. 4 ]
1° Calculer I’aire d’un disque de rayon égal a =

“

2° On considére la fonction définie, pour tout x de [0 (1], pér:

S0 =x1-%)

Etudiez les variations de f(x) (on admettra que f(x) n’est pas dérivable en O et en 1).
3° Soit (C') la courbe représentative de f(x) dans un repére orthonormal.

1 —)
a) Soit M le point d’abscisse x de (C) et 1 le point de coordonnées [;;O], calculer IM

Fé

b) Prouvez que (C) est un demi-cercle dont on précisera le centre et le rayon. Tracez ce demi-
cercle.

1
4° a) Donnez une interprétation géométrique de I’intégrale I\/x(l - x)dx
: 0

b) En déduire la valeur de cette intégrale

EXERCICE II1

Les trois questions suivantes sont indépendantes et obligatoires.
1 Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes le systéme :

(A+i)z—(2-30)z'= 4 +3i
(2-30)z+(4=2i)z' = 3~ 4i

oules inconnus sont zetz'; z et z' sontles conjugués de z et 2,
2° Résoudre dans C 1’équation :

' +(2+4)z+3-4i=0

3% Soit la transformation ponctuelle S du plan tel que S(M)= M’ ot1 M et M’ ont respectivement pour
affixes z et 2" telles que -
Z'=(1+i)z+3-2i
a) Donner les éléments caractéristiques de S
b) En déduire les éléments caractéristiques de S™ et S™.
¢) Déterminer ["image par S -
- de la 17 bissectrice
- du cercle trigonométrique




UNIVERSITE D'ANTANANARIVO Année universitaire 2003-2004
ECOLE SUPERIEURE POLYTECHNIQUE SESSION DU 01-02 OCTOBRE 2003

- -— _— Options : TOUTES
CONCOURS D’ENTREE EN PREMIERE ANNEE Matiére : MATHEMATIQUES

Durée : 03 heures
Exercice n°1 (8 points)
Partie A
Soit £ une application du corps des nombres complexes C dans fui-méme
z + 1
filg) = =
i—-2z

1° Trouver deux nombres complexes a et b tels que :

b .
filz} = @ + . (1 point)
% = A

2° Spient E I'ensemble des points M d'affixe z tels gue \zl = 1, E, limage de E par
rapplication =z, = f;(@ =z -1, BE; [limage de E; par [lapplication

i . o i
z, = fy(z;) = —, B3 limage de E, par l'application z3 = fi(zy) = bzz, Ea

=1
limage de B, par lapplication z, = f4(z3) = a + 23.

Déterminer les ensembles E;, E,, E3, By ettracerleurs courbes représentatives dans

le plan complexe. (2 points)
Partie B
1° Résoudre dans le corps des nombres complexes 'équation -2 — 1 = 0 etendéduire
les solutions de |'équation [(_N@ - i)z + ;]4 = L. ( 2 points)
| 6 - J2 B + 42 :
2° Soita = w——z—\'f— 4o = £ Calculer a*. (1 point)
3° Déterminer la forme trigonométrique puis la forme algébrique des nombres complexes
solutions de {'équation el 8(1 - 1J§) ( 2 points)

Exercice N°2 (12 points)

Dans cet exercice on désigne par R le corps des nombres réels, par Q le corps des
nombres rationnels, par Z I'ensemble des nombres entiers, par N I'ensemble des entiers naturels.

On suppose qu’il existe une fonction continue unique £ définie sur R, vérifiant les
conditions a) et b) suivantes:

a) Vv e Ret¥y e R f(x + v) + (x + v) = (Ex) + «NEly) + v).
b) f(1) = e — 1 (e basedes logarithmes népériens).

(suite au verso =)




1° Montrer que :

(1) (Vt e R)(£f(t) + £t = 0) (1 point)

(2) (V& e R)(f(t) + £ # 0) etque f(0) = 1. (1 point)
2° Montrer que :

() (vx eR)et(Vn e N) fnx)+ nx = (f{x) + x)° ( 0.5 point)

Posant y = —x dans a), calculer f(—x) — x et établir que (3) reste verifiee (Vx € R) et

(Vn € Z) ( 0.5 point)
3° Calculer, en fonction du nombre e et du nombre entier n , 'expression f(n) + n

puis f(—ll] -+ i (1 point)

n/- n

En déduire que :
4 (Vr e Q) (f(r) = of - r). (1 point)
4° On admet que tout nombre réel x est limite d'une suite de nombres rationnels

(rn)nzor (r, € Q) cestadire

(V2 €R) (Iry),sq © Qlet lim r, = x
r n— +cc

a) Montrerque ( vx e R) (f{x = e* - x). (1 point)

Etudier et représenter graphiquement les variations de £, en soignant particuliérement

I'ttude des branches infinies. Que‘peut-on dire de la tangente a la courbe représentative de f au
point x = 1. ( 2 points)

b) Evaluer |'aire, i-\.(b), de la portion du plan comprise entre la courbe, son asymptote et

les droites d'équations % = b, B = (b < O) et trouver la limite de A(\b), lorsque b tend

vers — o, ( 1 point)

5° a) Montrer que I'on a :

(5) (Vx €R) (ex B o+ x) (1 point)
b) On pose :

1“(UO) = 0,1n(U,) = in(l + a) + ln(l + az) o s o 1?1(1 £ ar‘), (n > 0),

avec 0 < a < 1 et 1n le logarithme népérien.

Montrer que (U, ). > est une suite convergente. _ ( 2 points)




UNIVERSITE DPANTANANARIVO Année universitaire 2004-2005

ECOLE SUPERIEURE POLYTECHNIQUE SESSION DU 02-03 NOVEMBRE2004
............................................. Options : TOUTES
CONCOURS D’ENTREE EN PREMIERE ANNEE Matiére : MATHEMATIQUES
Documents non autorisés Durée : 03 heures

N.B. On tiendra compte d’une bonne présentation et d’une bonne rédaction de toutes les
démonstrations. (2 points)

Exercice (sur 6 points)

Soit la famille d’équations

(Bg): z° —(l+isin29).z+%sin26 =0,
dans laquelle © désigne un réel appartenant a I’intervalle semi-ouvert }—E, g} .
A tout complexe z = x +1y , on associe le point M de coordonnées ( X, y) dans le plan.

1° Résoudre I’équation (Eg ) dans I’ensemble des nombres complexes. (2 points)

2° Soient M'(0) et M"(8) les points du plan associés aux solutions z' (0) et z" (0)
de I’équation (Eg ) et soit I(0) le milieu du segment [M'(8),M" (0)].

a) Déterminer I’ensemble des points 1(6) lorsque 0 décrit }——g g} (1 point)

k]

b) Montrer que I’ensemble des points M'(0) et M" () est un cercle C
que I’on précisera. (1 point)

¢) Démontrer, lorsque M’ (9) et M" (8) sont distincts, que la droite contenant
ces deux points a une direction indépendante de 6 . (1 point)

d) Onpose 0= % . déduire de ce qui précéde une construction simple de 1(6)
et des points M’ (8) et M" (8) (1 point)
Probléme (sur 12 points)
Partie A
I° Soient g; une application de ]0,+ oo[ dansR: g;(x) = 2x3 +1-3Log x,

g, une application de ]—oo,O[ dansR: g, (x)= . +1—2L0g|x
ou Log x désigne le logarithme népérien de x.

)

Etudier les sens de variation de g; etde g,. (1.5 points)

(suite au verso =)

Concours d’entrée en 1°° année polytechnique d’Antananarivo
Année universitaire 2004-2005




, . P B
2° Soient h; une application de }i’u-- fs::{ dans R: hy(x)=i2+— Logx.

h- une application de }~ u:s,{}{ dans R @ hafx) = 1+ — %Lé;ggx%
T ,
Ftudier les sens de variation de by etde h an (1.5 points)
Partic B
Soit f une application de R dans R
L 2 x|

f(x)= *‘”}j si X > 0, f(0)=0, fy ="' six <0,

i,
”;%{"“3«3 ) e 30 J{f{} 0 f&i s C) 2 & >,
ol © est la base des logarithmes népériens.

I° La fonction f est-clle continue sur R 7 (1 point)

(1 point)

2° La fonction f est— elle dérivable sur R ?

fx) = (1 point)

X

5° En déduire  Tim £(x)- <%, Bm f{‘%)s X, m&m&im les branches infinies (1,5 points)

X b ¥ G el 4

(1.5 points)

7° Etudier le sens de vanation d@ §. i’mw lac mh@ rzg&rsz%mm&m de la fonction £ dans
un W mﬁimgmm On m‘mm& sa position par rapport aux agyraptotes et I'on

Concours d'enirée en I annde polytechnigise
Année uriversitaire 2604-1005




UNIVERSITE D’ ANTANANARIVO

ECOLE SUPERIEURE POLYTECHNIQUE Mati¢re : MATHEMATIQUES
Option : toutes

Durée : 03 heures

CONCOURS D’ENTREE EN PREMIERE ANNEE INGENIORAT
000
Session du 08 av 09 novembre 2005

EXERCICE

1) Résoudre dans C I'équation 22-2+/2 2+4=0 . On désignera par z, la solution dont la
partie imaginaire est positive et par z, 'autre solution.

2) a) Déterminer le module et un argument de chacun des nombres z, et z,.

- 2

Z
b) Déterminer le module et un argument du nombre complexe MIJ .

3) Dans le pian complexe rapporté au repére orthonormal direct [:0, i, 1“5), (unité = 1 cm), on
considére le point P, d'affixe V2(1+1), le point P, d'affixe 2 (1-7) etle point P d'affixe
Zp= \{{)5 .

a) Déterminer I'affixe du point P, image de P, par 'homothétic H de centre P et de rapport
-3.

b) Déterminer affixe du point P ,,image de P, par la rotation R de centre O et d'angle (— -’i”-)
¢) Placer dans le méme repére les poinis P, P, P,, Py et P .
d) Caleuler 23721

T2
¢) Soient / le milieu du segment [P 5,8 4] et P ;le symétrique de P, par rapporta /.
Montrer que les points P,, P, P, ¢t P, forment un carre.

PROBLEME Ies trois parties A, B et C sont mdépendantes.

Partie A: On se propose d'étudier dans cetic partie les fonctions
Ta(x)=cosnf o x=cosd et nelN.
1) Montrer que pour toui n, on a la relation 7 r+1(x)=2x7 n (x)—T n-1 (x).

~,

2) Vérifier que la suite des nombres x :cos( 2;& ;1 J’L’j ,oitk=1,2,...,n, sont racines simples
K ‘et

des équations 7 . (x)=0.

3) a) Pour =3, déterminer les trois valeurs de la suite x, correspondante.
b) En utilisant la formule du binéme, montrer que

51 k &
cosnf = Ck 6 : ﬂ-—xz) x""* aveg k pair. .
k=0 '

4) En déduire ainsi que les fonctions 7' . (x)= cosnf sont {?g fonctions polyndémiales de

degré » et 4 coefficients du plus haut degré égal a | 61&5; M 5{9 Tox mipnen @
Page I sur 2




5) Déterminer en fonction de x les trois fonctions suivantes: 7 3(x),7 (x) ef T ;(x).
Partie B: Sotent flx)= \ﬁzj{i et g(x) :% (\ﬁ AZ)»:? +1 deux fonctions & variable réelle

définies sur R. On se propose, dans cette partie, de résoudre P'équation

Jriel ~~%(\fr'?72)x 2 1=0 (1)

1) Montrer que f'est une fonction bijective sur [0, + uo[ et déterminer sa fonction réciproque
ra

2) Etudier les fonctions £ et g et tracer sur un méme repére orthonormé (O, f,}) les courbes
représentatives C ef A respectives de fet de &

On donne +2~1,414 522236 [7~2,645

3) En déduire 4 l'aide de la lecture graphique les valeurs approximatives des solutions de

Yequation (1),
4) Calculer en fonction de x les dérivées successives jusqu'a l'ordre 4 de la fonction

Flx)= \fx 541 .

Partie C: Dans cette partie, on considére une fonction /() définie sur lo segment [- 7, 7]
continue et avant ses dérivées jusqu'a Fordre m-iéme continues et qui vérifie la relation
h®{(-my=h" (z)pour tout 0<k<m.

Considérons la suite de nombres a, = —Lr A(x)cosnxdx ,neN.
I -

s A —_ ]', Vo I o wes .
1) Montrer que l'on a la relation @, = p— fﬁh {x)cos (2 #H m)cix ;

2) En déduire que pour tout m. on a aussi as :ﬁ; .[:h ®(x)cas (%— m+ nx)dx
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UNIVERSITE D’ ANTANANARIVO
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CYCLE INGENIEUR Durée : 3 (trois) heures
Documents non autorisés
ixercs

1) On considére le nombre complexe :

a= -]1+1

Calculer le module ¢t Pargument de a, de —1— , de a®

“

2) Determiner les racines carrées du nombre complexe :
b=5-12

3) Résoudre dans (C ’équation :
- (5-4i)z +3(13i)=0

o
On considére la suite réelle ( u,) définie par:

.uoz-,'i
VnelIN:2u

Al = uflf * 3

1) Onpose: Vae IN [ Va=Ug~ Uy

a) En écrivant : 2 (Uas . Unsr ) n fonction de - 8. . montrer que Vo et va sont du
méme signe que 'on précisera . kn déduire le sens de variation de ( ua )

b) Montrer que la suite (v,) est unie suite géométrique dont on précisera le premier
ferme v, et la raison g
¢) Calculer S, = va , puisL=1lim §,
70

-3+

d) Montrer que S, = Upes- Up. En déduire £= lim u,

M0

2) Montrer qu’il existe une suite géométrigue { w, ) telle que (u,— W) soit indépendante de n

Exprimer u, en fonction de n , puis retrouver £ .

(Suite au veiio )




R o

Le plan étant rapporté au repére orthonormé (O, ?, 7) , on donne les fonctions f de [0,2 7]

2 2¢%+1
dans IR définie par f(x):[sing-) et g de IR dans IR définie par g(x) = ; :1 :
On note ( C)la courbe de £,

1) fest-elle périodique ? Si oui . déterminer sa période T

2) fest-elle paire ¢
3) Montrer que (C) admet la droite (D )yd’équation x = 7 pour axe de syméirie
4) Donner le tableau de variation de g et montrer que g posséde une fonction réciproque h .

Préciser le domaine de définition de h et exprimer h(x) en fonction de x
Exerci

= = .
Lo plan étant rapporté au repire orthonormé (O, 1, /), on donne la fonction @

de IR: dans TR définie par :

'—2+1+‘2’{ngx pour 0 < x <1
px) =

x-2+e™  pourx>1

1) Montrer que @ est continue et dérivable en tout point x strictement positif et ditférent de 1.
2) Enxe=1, @ est-elle continue ? esi-clle dérivable 7

3) Etudier les variations de ‘rp et tracer sa courbe représentative en précisant les asymptotes

4) Soit 1 unréel supérieur 4 2 . Exprimer I’ aire A(A) du domaine des points M vérifiant :

1sxgA
O<y
X-22y <o)

5) Calculer o=1lim A(})
A=+




Université d’ Antananarivo Année Universitaire 2008-2009

Ecole Supérieure Polytechnique Session du 26-27 Novembre 2008
....................................... Option : Toutes
Concours d’entrée en Premiére Année Matiére | Mathématiques
Durée : 3 heures
Exercice n°l
1) Linéariser sin'x (0.5 pt)
2) Utiliser le résultat précédent pour calculer I’intégrale
= _E sin x(1 + sin x)dx (1pt)
Exercice n°2 - . o ol o5 SiE R
. . el X2+x+1 2 .
Soit fla fonction définie sur [ 0 +oof parffx) = ————e* pourx> 0 et f(0)=0.
b
On note (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O, i }') ( unité
graphique 5cm ) .
Partie A

1) Démontrer que la droite d’équation (A) : y = / est asymptote a (C). (6,5p1)
2)

a)Pour x > 0, calculer J0-1O) et éudier la limite de cette expression quand x
X

tend vers 0 . (i py

b) Que peut-on en déduire pour la fonction f? (0,5p1)

¢) Que peut-on en déduire pour la courbe (C) ? (0,5p0)
3)

a) Pour tout x de 10 ;+oo[ , calculer la dérivée de 1. (6,5 pt)

b) Etudier les variations de'la fonction fet dresser le tableau des variations de f.(Ip#)
¢) Tracer la courbe représentative de f (0,5p?)
Partie B
On note g la fonction définie sur]0 ; + oo[ par g(x) = f{x) —xf(x)
1) Montrer que dans] 0 ; +w[, les fonctions gx) = Oetx’ + x° + 2x— / = () sont
équivalentes. (Ipt)

2) Démontrer que Péquation x” + x” + 2x — / = 0 admet une seule racine réelle (Ipg)
3) Onposed = »-f(—a) Montrer que 4=f"(a)  {Ip1)

Partie C ’
1) Pourne N, on pose u, = Ef(x)dx

a. Sans calculer explicitement u,, déterminer le signe de u,+; — u, (6,5pt)
b. En déduire le sens de variation de la suite (u,) (¢,5p8)
1
2) Démontrer que la fonction A, définie sur]0 ;+ o[ par hfc)=(x+1)e * est une primitive
de fsur JO :+ o[ ~ (0,5p1)
3) Calculer u,. Interpréter graphiquement le résultat (ipy)
4) La suite (u,) est-elle convergente ? (0,5p1)




Exercice n°3
1) On considére dans C I’équation
(E) :42°-2(1+ 30)2°-(4+i)z-1+i=0
a) Montrer gue ’équation admet une racine imaginaire pure z; que I’on déterminera.
(Ipy
b) Résoudre I’équation (E) .On notera z; la solution réelle et z; I autre solution.

(1,5p9
2) Soit f ’application de C-{2} dans C définie par : pour tout ze C-{2}, f{z)= ’;z fak

a) On pose z=x+iy et f{z)=x"+iy’. Exprimer x’ et y’ en fonction de x et y (Ipi)
. b). Déterminer I’ensemble (I") des.points M d’affixe z pour que f{z) soit imaginaire
pur.  (Ipy
3) Dans le plan complexe (P), on considére I’application S :M{z) >M’(z’) définie par :
z2'=2iz+2+i
a) On note M, le point d’affixe z, et M; le point d’affixe z; . Vérifier que S(M)=M;
(0,5p9)
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de S. (1,5p8)
c¢) Déterminer ’ensemble (1) image de (I') par S. (0,5pt)
4)  a) Déterminer ’ensemble () des points M d’affixe z tels que [2z—i|=1 (Ipy)

b) Quelle est I'image ({*) par ’application S. (0,5p9)




UNIVERSITE D'ANTANANARIVO Année Universitaire: 2009
ECOLE SUPEfglg% POLYTECHNIQUE Session du 25-26 Novembre 2009
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Concours d’entrée en Premiére Année

Exercice I ( 6 points) :

_ Soit P le polyndme a variable complexe z défini par :

P(z)=z - (2+3i)z?+(-1+5i)z-2i(1+i)

~ 1.2) Déterminer une racine réelle notée z o de | “équation P (z)=0. , ( 0,5,pt)
b)McttreP(z)sbus la fm:meP(z)=(z—zo){z2 +az+b)otaetb sont des nombres
complexes que 1'on déterminera. : : (0,5 pt)
¢) Résoudre dans € "équation P (z)=0. Onnoteraz etz les deux autres racines telles que

. (1pt)

%Z}‘< 22

2.0nposeq=1-+ i . On désigne par (U 5 ) la suite de premier terme U =1 et Un+1= s
pour tout entier n. : - -

a) Vérfierque Ug, U et U , sont racines de P ( z ). _ (0,5 pt)
b) Exprimer U 4 en fonction de n et q. \ (0,5 pt)
¢) En déduire la forme trigonométriquede U, {1pt)

3. On désigne par M , le point d’affixe U . _
a) Démontrer que, quel que soit ne N, les trois points O, M , et M ; +4 sont alignés. (0,5 pt)

b) Démontrer que, quel que soit ne N, letriangle O M ; M 42 est rectangle. (0,5 pt)

4.2) Déterminer les valeurs de n pour que U5 soit un réel positif. | L pE ﬁt)
b) Déterminer les valeurs de n pour que U , soit fmaginaire pure. : (0,5 pt)
Exercice IT ( 4 points)

On considére I’équation différentielle E) suivante :
Ve oy iyt (-0x+8) ¢
1. a) Vérifier que la fonction u définiedans Rparu (x)=e " (x ? -2 x ) est solution

de ( E). (0,5 pt)
b) Montrer qu'une fonction numérique f est solution de ( E ) si et seulement si f— u est
solution de I’équation différentielle FE- Ly Y = { 0,5 pt)
¢)Résoudre (E * ) eten déduire toutes les solutions de (E ). (1pt)
d) Déterminer I’unique solution de E telle que £(0)=1etf*(0)=- 3. (0,5 pt)

2. Onpose [ ; =J:(x—l y2e *dxou A4 >0.
a) Par deux intégrations par parties successives, exprimer [ ; en fonction de 4.
Calculer {im 7 +- . (1pt)

A+
b) En déduire, en cm ? P’aire du domaine plan (D) ensemble des points M { x, y ) tels que
x20 et 05y < f(x) dansun repére orthonorme ( 0,1, j) d’unité 2 cm. (0,5pt)
suite au verso...




Probiécme ( 10 points)

On considére la fonction numérique f définie sur [0, + ao[ dans R par:
J(0)=4
1f{x)= ]xinxi st %l

La notation In désigne le logarithme népérien de base € . On note par C la courbe
représentative de f dans un repére orthonormeé (O L ) d’unité Scm .

Partle 1
1. Ftudier la continuité et la dérivabilité de { : (1pt)
2. Etudier les variations de f et la branche mﬁme de C. Dresser le tableau de variation
de f. ‘ (1pt)
‘3. a) Montrer que f réalise une bijection de ]1 o { vers un intervalle J que 'on
déterminera. ' (0,5 pt)
b Démontrer qu’il existe un réel unique & de ] l,e [te_l que f(a) =w}£ et un réel
unique B de |1,e[tel que f(B)=1. ' (0,5 pt)
Donner pour @ et f une valeur approchée par défaut a 10 =2 pres. ( 0,5 pt)
4. Déterminer dans R " le signe de f( x ) - x. : (0,5 pt)
- 5. Tracer le plus précisément possible la courbe C. (1pt)
Partie IT

Soit u o un réel positif ou nul. On considére la suite Ui ) définie parugetparua+y =f(u, )
pour tout n e N .

On pourra utiliser les résultats dans la partle I sur I’étude de la fonction f.
1. Pour quelles vateurs de u ¢ , la suite ( u, ) est-elle constante 4 E (0,5 pt)

2.80itu, e JO, i l démontrer que

a)_pourtoutneN,dnaO<uﬂ<—‘1g—. ) : (8,5 pt)

b) La suite ( u , ) est croissante. : : _ ( 0,5 pt)
tuoe |11 | monveraue w < Jo 1

3. Soit uoeJe, i |, montrer que u | € O,-e-_._ (0,5 pt)

En déduire que si la suite ( u , ) converge vers une Limite / € {0 : -1—, € } alors cette limite est
; € '

; Tele
épale a = (0,5 pt)
4. Soitug>e
a) Montrer que la suite ( u , ) est croissante . (0,5 pt)
b) Montrer que pour tout x2eona f'(x)>2. (6,5 pt)
¢) En déduire pour tout » e N QUE U oy~ 22( W~ , ) { 0,5 pt)

d) Montrer ensuite la relation v ,,, >u, +(zt s JEA TR Y
Déterminer la nature de la suite (u ;). (1pt)
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Exercice 1

Le plan complexe étant rapporté au repére orthonormé (0,4, ¥), on
considére , dans 1 ’ensemble des nombres complexes , I’éguation ( E ) d’inconnue z

suivante :
23+ (-8+i)22+(17-8i)z+17i=0

1) a)Monirer que - i est solution de (E )
b) Résoudre ( E ) dans ’ensemble des nombres complexes

2) Omappelle A,B,Cet O les points d’affixes respectives 4 +i,4—i,-iet2.
Comparer |24 — 2gl,zg — Zal,|Z¢ — Zg| et en déduire que les points A, B, C
appartiennent 3 un méme cercle ( I';) dont on précisera le centre et le rayon R;.

3) A tout point M d’affixe z # 2 , on assecie le point M’ @’ affixe :

__iz+10-2i
z—2

b
y A

a) Soit M un peint d’affixe z appartenant au cercle (T;) , montrer que :
|z’ —i|]=2V5 .
b) Déterminer les affixes des peints A’ , B’ et C’ associés respectivement
aux points A , B, C et vérifier que A’ , B’ et C’ appartiennent 4 un
cercle (T;) dont on déterminera le centre I f le rayon R,.

Exercice 2

Le plan étant rapporté an repére orthonormé (O, 7,J), on considére
les conrbes H; et H, d’équations respectives :

1 2
Hy: y=~; (avee x>0) et H; :y=; {aveec x>0)

a) Tracer H; et H,
b) On note D, le domaine délimité par les courbes Hy et H; et

les droites d’équations x = 2 et x =3, et D, le domaine délimité par
I’axe des abscisses , la courbe H; et les droites d’é iops x =2
et x =3 . Montrer que D, et D; ont la méme aire

¢} Soit B un entier naturel strictement positif .On note u, P'aire du domaine D,,
délimité par les courbes H, et H, et les droites d’éguation x =net x=ntL
Exprimer u, en fonction de » ct montrer guc Ia suite () csi décroissante .
La suite (u,,) est — elle convergente?



Exercice 3

Le plan étant rapporté au repére orthonormé (0 , 7 ,7) , on donne la fonction ¢

définie par @ (x) =2VZ x —x%.

a) Montrer que la courbe ( A) de @ admet la droite (D) d’équation x = 1 pour axe
de symétrie.

b) Dresser le tableau de variations de @ .

¢) Soit 1 la restriction de @ aun segment [0,1] , montrer que Y admet une fonction
réciprogue ! dont on précisera Pensemble de définition .

d) Sur quel intervalle ! est — elle dérivable ?

¢) Calealer p™1(3) puis @G-

Probléeme
Le plan est rapporté au repére orthonormé (O, P )

1) Soit g la fonction définie sur IRpar: g(x)=¢€* (x+3)-1
a) Déterminer la limite de g en +oo et en -o.
b) Calculer la dérivée g’ de g et en déduire le tablean de variations de g
¢) Montrer que Péquation g(x) =0 admet une solution unique @ qui appartient
a Pintervalle |- 4,0] . :
d) Déduire des questions précédentes le signe de g(x) en fonction des
valeurs de x .

2) Soit f 1a fonction définiesur IRpar: f(x)=-x+(x+2)e’et
soit (C) la courbe def. :
a) Déterminer la limite de fen -co.
b) Montrer que la droite ( A ) d’équation y = - X est asymptote
3 Ia courbe (C) em-co
¢) Etudier , en fonction des valeurs de x , les positions relativesde (A) et (C)
d) En remarquant que f(x) peut s’écrire :

f(x)=ex(-;—x-x+x+2)

déterminer la limite de fen +oo0 .,

¢) Vérifier que , pour tout réel ,ona:
f(x)=g(x)
f) Dresser le tableau de variations de f.
g) Déterminer une équation de la tangente (T) & (C) en son point A
d’abscisse 0.

h) Tracer la courbe (C), Ia tangente (T) et Pasymptote (A ) dans un méme

repére.

3) Soit h la fonction définie sur IR par :
h(x)=(x+l)e*
a) Calculer b’ ( x) puis en déduire une primitive de f sur IR.

b) Caleuler Paire A du domaine compris entre la courbe ( C), I’ axe des
abscisses , la droite d’équation y = - 2 et Paxe des ordonnées . On en donnera

une valeur approchée & 1072 prés.



